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Le théoreme de Thales.

1. Premiére configuration : Voir classe de 4™. Proportionnalité dans le rectangle.

Soit ABC un triangle et un point M de [AB], un poN de [AC] tel que (MN)//(BC)

Dans ces conditions : le petit triangle AMN Les longueurs a mettre en relation sont:

est une réduction a une certaine échelle AM et AB
du grand triangle ABC AN et AC
MN et BC

AM AN MN

AB _ AC _ BC

Premier point de la démonstration :

[ 1l ] o
On peut exprimer Faire du triangle ABC En multipliant chague tefme par 2 ABx DC=AC x BE

Soit en ufillsant la base ABet la hauteur CD
Endivisant chaque membre par

Soit en utilisant la base AC et la hauteur BE. _4!3_’:‘_”6 = A{'_:'EEF

& AC % DC: AC = DO ACx DC

Cela danne eomme egalité:

AB BE
En simpiiflant de part et d'autre: ACT BO

AExDC‘_AL"xEE
2 = ]




Second point :
Comme les deux triangles

colorés ont la base FG en
commun et ont ) i

relativement a cette base
la méme hauteur, ils ont la
méme aire. ¢ .

Donc : Aire (trapeze FGCB)-Aire (triangle FGB) =Aitrapéze — aire (FGC)

Conclusion : Aire BGC = Aire FBC.
Donc : Aire (ABC ) — Aire ( BGC) = Aire (ABC) —-A& ( FBC)

Aire (AGB ) = Aire (AFC)

Troisieme point : En exprimant les aires de ces triangles avec raspetent les bases et hauteurs
AB et DC pour AGB et AC et BE pour AFC :

AFxDC _ AGxBE AFxDC _ AGxBE

= AFxDC = AGXBE =

2 2 AGxDC AGxDC
: . AF _ BE
Soit en conclusion |—— = —
AG DC
A . : AB _BE
Or, on a aussi, d’aprés notre premier point, qu% " 5c

AB_AF _AB_AG_AF AG _ AG_AF

Conclusion : = = = - =
AC AG AC AB AG AB AC AB



On vient bien de démontrer que, si ( FG ) // (BC) :

AF _ AG
AB ~ AC

Il ne reste plus qu’a démontrer que le quotieg% est aussi égal au deux précédents.

Quatriéme point :

Faisons intervenir la parallele a (AC) en F.

Elle coupe [BC] en D.

On adonc:

BD BF BC-DC BA-FA
——=——donc =

BC BA BC BA

BC DC _BA_ FA

BC BC BA BA

,DC_,_Fa
BC BA

DC _ FA

BC BA

Mais (FG) // (DC ) et ( FD) // (GC) : le quadréga& FGCD est donc un parallélogramme : FG = DC.

Conclusion : En remplacant DC par FG dans la derr@galité, il vient :% = %\

AF _AG _FG

Conclusion : on a bien = =
AB AC BC




2. Seconde confiquration

Dans cette configuration : (BE) et (AD) sont deugités sécantes en C et les droites (AB) et (ED)
sont paralleles.

Les deux triangles de travail sont les triangleA@B CDE, qui, comme dans la premiere
configuration, sont dans un rapport d’échelle.

Attention a ne pas confondre les c6tés dans le mépport d’échelle !
CB est en relation avec CE

CA est en relation avec CD
AB est en relation avec ED

Les trois quotients égaux sont: —=—=—



Démonstration :

Il suffit de faire intervenir les symétriques deeAB par rapport a C, respectivement A’ et B'.

Comme C est le centre de symétrie, C est le milemusegments [BB’] et [AA'].
En conséquence, ABA'B’ est un parallélogramme.

On a donc (AB)//(A’'B’)
Or ; par hypothése, ( AB) // ( DE). Les droitesgA et (DE) sont toutes deux paralleles a une méme
troisiéme droite, elles sont donc paralléles.

On peut donc appliquer la propriété démontrée tlapseemiere configuration aux deux triangles
emboités I'un dans l'autre, les triangles CA’'BGDE, qui ont comme sommet commun C.

CB _CA_B'A )

CE CD ED
Mais on sait que la symétrie conserve les longueGB = CB CA=CA B'A'= BA.
De I'égalité (1) on tire donc : CB_CA_BA C.Q.F.D.

CE CD ED




3. Enoncé du théoreme de Thales

Soit (d) et(d’) deux droites sécantes en O.
Si A et M, deux points de (d) et B et N, deux padisde (d’), sont tels que

(AB) // (MN) :

OA OB _ AB
OM ON MN

Alors

Pour ne pas se tromper dans I'application littéralede cette
égalite :

» Bien identifier les 2 triangles et commencer par lIsommet
commun a ces deux triangles.

> Mettre en numeérateur les longueurs d’un triangle.

» Mettre en dénominateur les longueurs de l'autre.



4. Exercices configuration N°1 :

a) Sans piege : application directe.

Les droites (BC) et (DE) sont paralleles.
AB =3,8 cm BC =2,4cm
AE=7,2cm DE =3,6 cm.

Calculer AD et AC.

Etape N°1 : appliquer son cours littéralement ersjifiant sa méthode.
Les droites (BC) et (DE) sont paralleles : d’apeethéoreme de Thales :

AB _ AC _BC
AD AE DE

Etape N°2 : Remplacer les longueurs connues parrlgaleur.

Etape N°3 : Calculer AD et AC par des produits emix.

er . . . .24 . . . . N
Il est préférable d’utiliser deux fois de swteqlmtlentg qui est issu de I'’énonceé plutbt que

d'utiliser la valeur que vous calculez €t 1

38 _AC_24_ ap=*30_5ocmetac= 2224

= 48cm
AD 72 36 24

b) Avec piege : Une longueur n’est pas une de cellegdrvenant dans la triple égalité.
Les droites (CM) et (DP) sont paralléles.
SC=6,5cm PC=9,1cm

CM=25cm SD =19,2 cm.

Calculons SM et PD.

Etape N°1:

Comme les droites (CM) et (DP) sont

paralleles, d’aprés le théoréme de Thalgsc—::: SM_CM
SF SC PD



Etape N°2 : Etape intermédiaire : Attention : un t@ul intermeédiaire s'impose pour calculer SP
CommeC [PS]: SP=PC+CS= 91+ 65=156cm

6,5 SM 25
On adonc: = =
156 19,2 6

Etape N°3: SM = 6cm

—6’5x 192 =8cmetDP =
156

156% 25 _
6

Exercice N°3 : Couplage avec d’autres cours : Rydhg fonctions, équations...

MNP est un triangle tel que MN =58 cm MP =40 cm NP =42 cm.

a) MNP est-il un triangle rectangle ? Justifier.
b) S est un point quelconque de [PM]. On notexdarlongueur MS, en cnx = MS.
Entre quelles valeurs varie ?

C) La parallele a (PN) passant par S coupe [MNT eBxprimer les longueurs TS et MT en
fonction dex.

d) Quelle doit étre la valeur depour avoir MT = 31,9 cm ?

e) Quelle est la nature du triangle MTS ? Justifier

f) On note parf la fonction de variablextelle que : f (x) soit égale au périmetre du triangle
MTS.

Définir algébriquement la fonctiof .
9) Pour quelle valeur dece périmétre vaut-il le cinquiéme du périmétrertangle MPN ?
h) On note pag la fonction de variablectelle queg & »oit égale a I'aire du triangle MTS.
Définir algébriqguement la fonctiog .
)] Pour quelle valeur de l'aire du triangle MTS vaut-elle 67,2 cm? ?

) Pour quelle valeur de l'aire du triangle MTS vaut-elle le tiers de celle triangle MPN ?
(Valeur au mm pres.)



5. Exercices configuration n°2 :

a) Sans piége : application directe.

Les droites (IL ) et ( JK ) sont paralléles ¢t sécantes en A.
Calculer les longueurs IJ et AK
Les droites (IL) et (KJ) étant paralleles, d’apethéoréme de Thales:

ﬂ:ﬂ:i' Doncé:i:i:AK:&:ZScmetL] :ﬁ:aGCm
AL AK LK 5 AK 3 6 5

b) Avec un calcul de longueur (soustraction) en étapatermédiaire:

Les droites (MN) et (BC) sont paralleles. On donMA =5,4 MB = 14,4 NA =7,5. Calculer AC.
Comme les droites (MN) et (BC) sont parallelespdés Thalés:

AM _ AN _ MN Aucune information ni sur MN, ni sur BC. Peyponte...

AB AC BC’
o4 = 7> Attention : I'’énoncé ne donne pas AB. Mais...
AB AC

CommeAD[MB]: MA+ AB=MB => 54+ AB=144=> AB=144-54=9

Donc ﬁ:EjAC:w:12’5
9 AC 54



Reéciprogue du théoreme de Thaleés.

1) Laréciprogue :

a) Rappel sur une proposition réciproque :
Les théoremes de mathématiques sont structurésrdaniere suivante :
Si une proposition A est vraie, alors une proposit I'est aussi :
Exemples :

« Siun triangle est rectangle, alors le carré deyploténuse vaut la somme des carrés des
c6tés formant I'angle droit.

* Soit n un nombre entier naturel : si n est paigralson carré I'est aussi.

(Démonstration : si n est un entier naturel paigra il existe k entier naturel tel que

n =2k. Alors n2=(2k)2=2x 2k . Il suffit de poseiK = 2k2et on an2 =2 K. Conclusion :
il existe un entier naturel K tel que n?=2K. n? denhc pair.)

* Soit n et p deux nombres entiers naturels : sim&nt pairs, alors leur somme est aussi
paire.

(Soit n et p deux nombres entiers naturels. $imsent pairs, il existe k et t, nombres
entiers naturels, telsque : n =2k etp=2t. p+= 2k + 2t = 2 (k+t)
n +p est bien un multiple de 2.)

La réciproque consiste a inverser I'ordre des propsitions.

Réciproques des propositions ci-dessu

* Sile carré d’'un c6té d'un triangle est égal a tarame des carrés des deux autres, alors le
triangle est rectangle.

* Soit n un nombre entier naturel. Si n2 est pdipysan est pair.
* Soit deux nombres entiers naturels n et p : si @s{pair, alors n et p le sont aussi.

Valeur de vérité d’'une réciproque : Attention. Si ne proposition de départ est vraie, sa
réciprogue ne l'est pas obligatoirement !

Valeur de vérité des réciproques ci-dessus

- La 1% est vraie : on I'utilise pour justifier qu'un fhgle est rectangle a partir de la
connaissance des longueurs des trois cotés.

« Laseconde est vraie : sa démonstration est pkitefai on passe par la contraposée...( Voir
la suite...)

« Latroisieme est fausse : 3+9 = 12 est pair alobe@ et 9 sont impairs.



b) Réciproque de Thalés.

Comme le théoreme de Thales est ainsi structi®i des droites sont paralleles, alors des quédien
de longueurs de segment sont égaux ».

Sa réciproque ne peut étre que de la form&i.des quotients de longueurs de segment sankgg
alors des droites sont paralleles. »

ON VOIT DE SUITE QUE CETTE RECIPROQUE EST UTILISEEPOUR JUSTIFIER DU
PARALLELISME A PARTIR DE LONGEURS DE SEGMENT.

Enoncé de la réciproque du théoréme de Thalés :

Soit ABC un triangle :

SiA, BetMetA, CetN sont alignés dans le ménoedre et si % :':—2, alors les droites

(MN) et (BC) sont paralléles.

c N\
/

N/\

5
"
\

Démonstration : nous admettrons cette propriété.

Attention a I'ordre des points qui doit étre lemedans les alignements.

2) Que se passe-t-il si les quotients sont différertsLa contraposée du théoréme de Thales

Soit ABC un triangle :

SiA,BetMetA, CetN sont alignés dans le ménordre et si% ¢%, alors les droites

(MN) et (BC) ne sont pas paralleles.



3) Comparer des guotients:

On remarque donc que conclure avec la réciproque dehalés ou sa contraposée passe par
savoir comparer des quotients. Pour cela :

» On peut comparer leurs écritures décimales si eketent.
» On peut les mettre au méme dénominateur pour ensuibpare leur numérateur.
On peut comparer leurs écritures irréductibles.

On peut comparer leur produit en croix.

Y VYV Vv

On peut comparer leur valeur approchée mais attehti elles sont différentes
a partir d'un rang donné, les quotients sont diffés. En revanche, en cas
d’égalité de valeurs approchées, surtout ne padwena I'égalité des quotients.

Exemples :

Comparer£5 eto—5 125 = 1 et 05
75 3 75 6 3

125_05
75 3

Conclusion —/——

ol

8x27=216
17

ComparergetE et Comme216# 212—7:—
13 27 13 27
13x17=212

27 53 27 27x97 2619 53 53x48 2544
Comparer— et — —= = et— = = .
48 97 48 48x97 465€¢ 97 97x48 465¢

Les dénominateurs étant égaux, il suffit de garar les numérateurs
(Observez que les deux numérateurs sont lekijisoen croix de la méthode
précédentes).

4) Importance des alignements semblables:

Sur cette figure :
(d1) et (d2) sont sécantes en A.

Les points A, D et N sont alignés, de-méme
gue les points A, B et N.

On a :E :1 etﬁ—% Pour autant, les

AN 4 AM
droites (DB) et (NM) ne sont pas paralléles.

Pourquoi ?

Sur (d2) : D est¥, A second et N %3



Sur (d1) : A est9, B second et N est™®

A, D, N et A, B, M sont alignés mais pas dans lena®rdre. Malgré des quotients égaux, (DB) et
(NM) ne sont pas paralléles.

En revanche, ici, les alignements sont les mémes :

Sur (d1) : De A vers D vers N
Sur (d2) : de A vers B vers M

AD 1 AB 1
Onaausst—=—et——=—,
AN 4 AM 4

A, D, N et A, B, M sont alignés dans le méme

. AD AB .
ordre. Les quotients— et —— sont égaux.
AN AM

La, les droites (DB) et (NM) sont paralléles.

5) Des exemples d’exercices.

» Exercice n°1:
(DC) et ( AB) sont sécantes en E.
AE=2,4cm EB=4cm
DE =4 cm EC=6cm.

Les droites (AD) et (CB) sont-elles
paralleles ?

Les points A, E, B et D, E, C sont alignés danmémne ordre et% :%. D’apreés la

réciproque du théoréme de Thales, les droites (AD) et (B@} paralleles.



Exercice n°2 :

(DC) et (AB) sont sécantes en E.
EA=19cm EB=2,9cm
ED=2,8cm DC=1,4cm.

Les droites (AD) et (CB) sont-elles
paralleles ?

Comparaison des fractions par mise au dénominateumun :

EA 19 19x3 57 ED 2 2x29 58 Lo EA , ED
— === et =—= =— :onen déduit quee— # —.
EB 29 29x3 87 EC 3 3x29 87 EB EC

Les points A, E, B et D, E, C sont alignés danaéme ordre etE—g‘ # E—E :d’'apres la

contraposéedu théoréme de Thales, les droites (AD) et (B&€)sont pas paralléles.

Petite remarque sur la contraposée : Tu verrastygdre plus tard dans ta carriere de mathématidaedéfinition de
la contraposée. En gros :

Considérons un enchainement logique : Si P edf ators Q est vrai.
Sa contraposée est ; Si Q est faux, alors Faest

L'intérét réside dans I'équivalence des deux :
Il peut parfois étre délicat de démontrer une praifion directe. Mais si on arrive facilement a démver sa
contraposée, cela valide automatiquement la prdfmostirecte.

Exemple :
Pour démontrer : si n2 est pair, alors n eairp Q)
On peut passer par sa contraposée qui est : esitimpair, alors n2 est impair. (2)

Démontrer (2) revient a démontrer (1) :

Si n est impair : n s'écrit sous la forme= 2k +1=> n? = (2k + 12 = 4k2+ 2k +1= 2(2k2+k) +1

Soitk'=2k2+ k. On a alors N2 = 2k'+1qui est I'écriture d’'un nombre impair. Conclusiofi2) est vrai. Donc
(1) l'est aussi.



Construire un point en respectant des proportions

(Pas au programme de collége mais toujours bon armeaitre)

1) Exemple 1 :

* Cherchons un point P du segment [DM] tel que
DP 3

DM 7

Pour cela : il faut trouver un triangle qui a poaté
[DM] et dont un autre c6té ayant aussi pour exiré&m

le point D soit découpé en 7 parties de méme taille -1

C’est le cas du coté [DA] dans le triangle DAM.

Il suffit donc de trouver un point P’ sur [DA] tque la

proportion% = ; et de suivre le quadrillage qui fait

apparaitre des paralléles a tous les étages awweirle
point P demandeé.

SP’ = 3 unités
DA = 7 unités.

La droite rouge est parallele a [AM]

D’aprés Thales, le point d’intersection de cetigitdrrouge
avec [DM] sera telle que la proportion de sa longue

rapportée a DM sera aussi ée

Le point P est donc lintersection de la droitegewet de
[DM].
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NQ 1
¢ Cherchon®QO[ND]/—==
N O[ND] ND 3

Triangle NDQ : son c6té NC est partagé en trois.

NQ' 1

On trouve Q’ sur NC tel que— ==
NC 3

En s’aidant du quadrillage, on suit la paralle[®&]
passant par Q'. Elle coupe [ND] en Q.

o _NQ_NQ 1 B ! : : : : : : )
Comme (DC)// ,d'aprés Thales—=—X == D ! ! ! : : : : c
( ) (QQ) p ND NC 3 ' ' ' ' ' ' ' ' '

» La méthode consiste donc simplement a trouver igneef de Thales qui répond a la proportion
imposée.

2) Recherche d’'un point d'une droite

Exemple : soit un segment [AB]. Cherchons un pbirdu segment [AB] tel que:\\% :%, avecaeth

nombre entier. On supposera a < b.
La-aussi, I'objectif est de construire une figuams laquelle apparaisse Thales.
M doit donc étre le sommet commun a 2 triangles) Hoit avoir MA pour coté et I'autre MB pour c6té,

et par A et B doivent passer deux droites paeslel

a. Premiére étapeconstruire les deux paralléles.

(d1) (d2)




. Deuxiéme étapeComme on veut% =%, on va construire un point P sur (d1) et un

point T sur (d2) tel que :

AP = a unités

BT = b unités.
MA 3
Dans notre exemple, nous prendrens =—.
MB 5
(d1) (d2)
A B

Pour cela, il suffira de prendre un écart de congueconque et de la reporter
successivement sur (d1) a partir de A et sur (¢®rér de B.

AD" _3

On a bien—— == par construction.
BF 5



c. Troisieme étape : construction de:M

Il 'y a plus gqu’a tracer la droite ( FD"’) Ellecuipe la droite (AB) en un point qui ne peut
étre que M.

Comme (d1)/(df2), d'aprés Thalés, on -3 =%:i53

ST

d. Mais comme dans Thalés il y a deux configuratidnsa une deuxi€éme solution a notre
probleme

Graduons (d1) sur 'autre demi-droite :




. . AZ 3
La-aussi, ona+—=—
BF 5

Nous n’avons plus qu’a tracer la droite (FZ) : elbeipe [AB] enM,.

Comme (d1) // (d2), d’apres le théoreme de Thdlegent :




Des exercices sur Thalés et sa réciproque.

Exercice N°1 : Hauteur de la tour Eiffel et hauteur en degré, du Soleil dans le ciel.
Il fait beau sur Paris, le soleil brille et 'omtxde la tour Eiffel se projette au sol.

Séraphin, éleve de troisieme, est aux angest dregoyage pedagogique a Paris. Il met a pradit se
connaissances mathématiques et physiques poutardlgeméme la hauteur de la tour Eiffel.

Pour cela, il met en ceuvre I'expérience suivante :

Il repere au sol I'extrémité de 'ombre portée dedur, schématisée par le point M.

Il avance vers la tour jusqu’a ce que I'extrémigesd propre ombre portée soit confondue avec della
tour Eiffel. Il repose alors en P.

Puis il se rend exactement au pied de I'axe de sigmde la tour, représenté par le point O.

Ayant mesuré les distances OP et PM, et connaisadaille PC, il est alors en mesure de calcaler |
hauteur SO de la tour Eiffel, au métre pres.

i 5 S
L __H::: s
1 ___:—_-::, Illﬁ i S
e
=y A _ S .
— /M i T
f'r | \ PR ll ! S —
2 :'\\.\I:. e P
e . i
SO = hauteur tour Eiffel. CP=180m
OP =186 m. PM =104 m

a) Comment a-t-il fait ? Quelle valeur a-t-il tr@ev? Recherche si cette valeur est vraiment labade
la tour Eiffel.

b) Aimant beaucoup les mathématiques, il se pogadation suivante : Quelle est, au degré pres, la
mesure de I'angl&&VIO?

c) Le soleil peut-il réellement étre aussi hautsdarciel de Paris ? La latitude de Paris est dead9
degré prés. (Voir figure page suivante.)



P: Paris.
N: Péle nord.
O: Centre de la Terre.
(DO): perpendiculaire a I'écliptique
passant par le centre de la Terre.
Angle OPC: hauteur max., en °, du Soleil a Paris.
( Situation de solstice d'été.)

Direction des rayons solaires.

En rouge\ représentation de I'horizon parisien.

Exercice n°2 : Le quadrilatére ABCD est-il un trap&e ?




Exercice N°3 : [AB] est un segment de longueur AB & cm.

Construire les points M et N de la droite (AB) t(:ﬂ,ﬂam :M=§.
MB NB 7

Exercice N°4 :Un patissier matheux a découpé une part de tark® ghaniere ci-dessous, en un triangle
noté ABC. Trouvant la part trop grande pour unegene, il redécoupe cette part parallelement & c6ét

[BC]. La section coupe les cotés [AC] et [AB] resfpgement en E et D de sorte q%g =%.

On note paal’aire de la part ADE et paAl'aire de la part DECB. Que vau% ?



