Trigonométrie dans le triangle rectangle.

4eme

1. Rappel le cosinus d’un angle dans un triangle rectangle.
a) Soit ABC un triangle rectangle en B, d’angle de sommet A noté o.

Les droites (DH), (EI), (FJ) et (CB) sont toutes paralleles. Les angles
de sommet H, I, J et B sont tous correspondants donc égaux.

On a donc une série de triangles rectangles ayant tous 3 angles égaux
mais des longueurs de cotés différentes.

b) Depuis la 4eme, tu sais que si un triangle est coupé par une droite parallele a un de ces cotés, il y a
proportionnalité entre les longueurs des 2 triangles.

En utilisant les triangles ADH et ACB, on peut donc affirmer :

AD _AH _ AD AB _AH AB _ AB _AH
AC AB  AC AD AB" AD  AC AD

On peut de méme utiliser les triangles AEI et ACB pour démontrer que % = ::_I{J
et encore AFJ et ACB pour démontrer que AB _ AT
AC AF

Finalement : quel que soit le point P sur [AB] et M sur [AC] de sorte que
AMP soit rectangle en P, on a toujours:

AP = AB , la valeur de ce quotient ne dépendant que de « .
AM ~ AC’

c) Evolution de ce quotient :

On remarque que si I’angle o augmente, AM et AC
augmentent tous deux en devenant AM’ et AC’

AP _ AB

On a encore =—
AM' AC'

Comme AP et AB ne changent pas, la valeur du quotient
diminue quand I’angle o augmente.




d) Cosinus d’un angle dans un triangle rectangle.

Pour un angle donné, le coefficient de proportionnalité
entre la longueur du c6té adjacent de I’angle
et de I’hypoténuse s’appelle le cosinus de cet angle.

AC: longueur de I'hypoténuse

adjacent

. ~  AB .
A savoir par coeur : cos(A)=——, soit: cos= > . .
AC hypoténuse =k

iy AB: longeur du cété adjacent
Propriété :

Pour un angle non-droit du triangle rectangle : son coté le plus grand sera toujours I’ hypoténuse.

. Coté.adjacent
On aura toujours : —— <1

hypoténuse.

Observons 2 cas extrémes :

Si le point C se rapproche de plus en plus de B jusqu’a se confondre avec lui, ._,////’J

Iangle A devient nul alors que coté adjacent et hypoténuse se confondent. A 8

Parallelement : I’angle é augment pour atteindre la valeur limite de 90° pendant que le coté [BC] devient nul.

En conséquence : c0s(0°) = ﬁ = ﬂ =1 er cos(90°) = E = l =
AC AB AC AC
Finalement : Soit ot un angle tel que 0° < <90°: 0<cos(ax)<I.

Remarque :

La calculatrice posséde une touche qui donne la valeur des cosinus des angles. Attention : elle doit étre réglée dans le
mode « degré ». (Un « D » doit étre affiché dans la barre des modes.)

Ainsi : Avec la calculatrice, tu obtiens : cos (0°) = 1 cos (60°)=0,5 cos (18°) =0,951.

Pour certaines valeurs d’angle, la valeur exacte du cosinus peut parfois s’afficher sous la forme d’une écriture
fractionnaire avec des racines carrées en numérateur.

Vi 5
2

cos(45°) = =0,707 cos(30°) = 7 = (0,866

(Certaines valeurs de cosinus sont décimales exactes. Habitue-toi a utiliser les valeurs exactes en écritures
fractionnaires avec racines carrées. Trés souvent, tu n’auras méme-pas a écrire les valeurs des cosinus. Tu n’écriras
que cos(...°), sans te préoccuper de la valeur du quotient trigonométrique. Il en sera de-méme pour le sinus et la
tangente. )

e) Utilisation du cosinus : En 3°™, le cosinus d’un angle est utilisé essentiellement dans 2 types d’activités.

= Calculer des longueurs dans un triangle rectangle dont on connait les angles et une
longueur.

= Calculer les valeurs des angles dans un triangle rectangle dont on connait au minimum 2
longueurs.



el Calculer soi-méme un cosinus en utilisant Pythagore :

ABC triangle rectangle en B. AB =24 cmet BC =7 cm.
Calculer AC puis cOS(A) etcos (C).

AC?=AB2+CB2=242+7=576+49=625
AC =625 =25cm

1) D’apres Pythagore :

2) cosA=£=%=0,96"lcosé=gzl=0,28
AC 25 CA 25

e2) Bis : XYZ triangle rectangle en X. YZ =10 cm etZX =2,8 cm.

. Calculer COS(Z ) sous la forme d’une fraction irréductible.
. Calculer YX.
. Calculer cos(Y') sous la forme d’une fraction irréductible.

D sz 2K _28_ 38 T
ZYy 10 100 25

2) D’apres Pythagore :

ZY?=YX?+ X7?
102=2,82+YX?
100=17,84+YX?2
YX2=100-7,84=92,16
YX =4/92,16 =9,6

On remarque que les valeurs des cosinus des angles des triangles ABC et XYZ sont égales.
Nos deux triangles ont donc des angles égaux. ABC est forcement un agrandissement de XYZ a une certaine échelle
calculée ci-dessous.

=== =" =25 =—=25
YZ 10 YX 9,6 7ZX 28

s

AC_25_, . AB_24 BC_ 7

Les longueurs de ABC sont 2,5 fois plus grandes que celles de XYZ.

V2

e3) Demontrer que COS (450) = 7

Soit un carré de coté noté c. Une diagonale du carré le coupe en 2 triangles
rectangles isocéles ayant 2 angles de 45°. Notons d la mesure de la diagonale.

D’apreés Pythagore :
d?=c%+c?
d?=2c?

d=\/ﬁ=\/§x\/§=\/§><c=c\/§
c 1 lx\/E _\/5

d exv2 2 2xd2 2

cos(45°) =



e3) Calculer une longueur dans un triangle rectangle en connaissant un angle.

coté.adjacent

D’apres la définition, on a : cos(&) = ———— . Deux produits en croix donnent alors :
hypoténuse
coté.adjacent e P
cos(x) = —] = coté.adjacent = hypoténuse X cos(&)
hypoténuse
coté.adjacent . coté.adjacent
cos(@)=———— = hypoténuse =————
hypoténuse cos()

Exemples : toujours faire des croquis annotés de toutes les informations de 1I’énoncé !

PRS rectangle en P. R\ =35%¢t PR = 24 cm. Calculer PS au mm prés.

[ ]
24
cos(35)=—=PS=——cm=29,3cm
PS COS(35°) PR=24 cm p
L’arrondi au mm preés d’une mesure en cm est son arrondi au — carlmm =—cm
o BFM rectangle en F. B =68° et BM = 35 m. Calculer BM au cm pres.
(o] BF o o
cos(68°) = g = BF =35Xc0s(68°)cm =35c08(68°)cm =13,1.cm
°

Exo géométrie brevet 2012.

PARTIE I1

Quand I"avion n’est plus trés loin de ’aéroport de Toulouse. le radar de la tour de contrdle émet un
signal bref en direction de I’avion, Le signal atteint I'avion et revient au radar 0,0003 secondes aprés
son ¢mission.

1} Sachant que le signal est émis 4 la vitesse de 300 000 kilométres par seconde, vérifier qu’a cet
mnstant, I'avion se trouve a 45 kilometres du radar de la tour de controle.

A (avion)”
Le dessin n’est pas a "échelle.
R (radar) ::‘_‘_'_____._5 ................................................. J_x

j Horizontale |

2) La direction radar—avion fait un angle de 5° avec ["horizontale.
Calculer alors Ialtitude de I’avion a cet instant. On arrondira a la centaine de métres prés.
On néglicera la hauteur de la tour de contrile.



1) Calcul de la distance AR : 0,0003 s est le temps mis par le signal pour parcourir I’aller-retour, soit 2AR.

2AR

d fcation -
Cours:v= . Application : 300000 = = 2AR =300000x%0,0003.km = 90km = AR = 9—20km = 45km.

2) L’altitude de I’avion correspond a la longueur Al, si on néglige la hauteur de la tour radar.

La partie 1 nous a fait calculer I’hypoténuse du triangle RAIL.
Dans cette question, nous devons calculer Al, c6té adjacent de 1’angle de sommet A.

Pour calculer cette longueur, il faut avant calculer 1’angle.

A=180—(90+5)=180—95 = 85°

cos(85°) = AL
AR

cos(85°) = % = Al =45c0s(85°)km = 3,9%m

L’arrondi a la centaine de m d’une mesure en km est son arrondi au— car 100m = —km

N . . . -1
ed) Calculer un angle a partir de la connaissance de son cosinus : touche cos ™ (acs - arccos).
Principe : Chaque angle a son cosinus. Si on connait le cosinus d’un angle, on peut retrouver la mesure de I’angle.

. XYZ est un triangle rectangle en Y tel que ZX =5,2cmet YZ=3,8 cm.

Calculer COS(Z ) puis donner la valeur de Z au degré pres.
ZY=3,8 cm

cos(2)= zr = 38 = L4 =Z=cos (lgj =43°
ZX 52 26 26
XZ=5,2 cm
X

SURTOUT NE PAS ARRONDIR LE COSINUS ! UNE DIFFERENCE DE 1/10 SUR LE COSINUS PEUT
ENTRAINER UNE DIFFERENCE D’ANGLE DE PLUSIEURS °!

cos™'(0,7) = 45,57° cos™ (0,8) = 36,87°



2. Sinus d’un angle.
a) Définition :
= (Coté opposé d’un angle non droit dans le triangle rectangle :

Le co6té opposé d’un angle non droit d’un triangle
rectangle est le seul coté du triangle qui n’est pas

un coOté de I’angle. ) )
Coté opposé de l'angle

o . . de sommet A : [BC|
Ainsi, dans le triangle ABC ci-dessus :

L’angle de sommet A est formé des cotés [AC] et
[AB]. Le coté [CB] est son coté opposé.

L’angle de sommet C est formé des cotés [CA] et  *
[CB]. Son co6té opposé est le coté [AB].

= Sinus d’un angle :
Tu sais que, pour un angle donné d’un triangle Coté opposé de V'angle
rectangle, il y a proportionnalité entre la longueur de sommet A.: [BC]
du coté adjacent et celle de I’hypoténuse.

A

On a cosézg. ¢
CA

Comme CB est le coté opposé de I’angle de sommet A,il y a alors proportionnalité entre la
longueur du co6té opposé de I’angle de sommet A et celle de I’hypoténuse. Le coefficient de
proportionnalité entre le c6té opposé de I’angle et I’hypoténuse est le sinus de I’angle.

- A B A /. ,
A savoir : sin A = C— = M
CA  hypoténuse.

b) Propriétés :
N R A A sin(&) =cos (90—«
= Onremarque que sin A =cosC = B avec A+C =90°. @ ( )
CA cos() =sin(90 — )

* Dans le triangle ABC rectangle en B : d’apres I’égalité de
Pythagore :
(AT AP _(BCY (ABY _BC®  AB
[sm(A)] +[cos(A)J =(ch +(ch =AC2+AC2
[sin(fl)]2 +|:COS(A):|2 = BC;Z?Bz = igz =1 . i

2
Notation : il est d’usage de noter [COS (x)] =cos(x)Xcos(x) = cos*(x).

Ainsi : cos’ (x)+sin®(x) =1



c)

= Calcul de longueur : Calculer BC au mm pres.

= Calculer AC:

= Calcul d’angle avec la touche sin™! .asn .

Pour un angle non-droit du triangle rectangle : son coté le plus grand sera toujours 1’hypoténuse.

On aura toujours : Coté.opposé <1 de méme que Coté.adjacent <1
hypoténuse. hypoténuse.

Observons 2 cas extrémes : Si le point C se rapproche de plus en plus de B jusqu’a se confondre avec lui, I’angle

A devient nul alors que c6té adjacent et hypoténuse se confondent tandis que le coté opposé //’/Irf
BC devient nul. A B

Parallelement : I’angle C augmente pour atteindre la valeur limite de 90°. En conséquence :

ﬁzﬁzl et sjn(0°):£zlzo- cos(90°):£:L:0 et sin(90°):ﬂ—£—l

cos(0°) = = =
AC AB AC AC AC AC AC AC

Finalement : Soit & un angle tel que 0°< @ <90°: 0<cos()<1let O0<sin(ex)<1.

Utilisation du sinus d’un angle : Les mémes que pour le cosinus. Les exemples ci-dessous sont
basiques.

= Calcul de sin(f\) et de sin(@)
sin(ﬁ): CB_>5_ l.et.sin(A): AB
AC 10 2 AC
AC?= Ab2+ BC?
102=AB2+52
D’apres Pythagore : 100 = AB2+25
AB2=100-25=175

AB =+/75=+/25x3=25x/3 =53

AC=10cm

BC=5cm

sin(C) =ﬂ=£ ~
10 2

2
*  Unangle & est tel que cOS(&) =— . Calculons son sinus. On sait que cos’ (@) +sin*(a) =1

5

cos? (@) +sin*(@) = 1= @ +sin(@)=1

donc : 4 +sin(a) =1
25

sinz(ot)zl—izé—i:21 i
25 25 25 25 ©

21 V21 21

25 25 5

. AC=14cm
sin(@) =

sin(43°) = % = CB =14sin(43°)cm = 9,5¢m

sin(60°)=B—C 8 pe=38

= = =— cm =66,9cm
AC AC sin(60°)

Calculons I’angle de sommet A au 1/10 de degré pres.

sin(i)=CB 18 _3 4 sin'(jj ~48,6°

T CA 24 4




3. Tangente d’un angle non droit dans le triangle rectangle.

a) Définition :

Pour un angle de sommet A donné : la longueur du c6té opposé est AC': hypoténuse.
proportionnelle a celle de I’hypoténuse et celle de I’hypoténuse est
proportionnelle a celle du coté adjacent. On en déduit que la longueur
du c6té opposé est proportionnelle a celle du coté adjacent.

BC :|coté opposé de l'angle
de sgqmmet A.

AB: : coté adjacent de l'angle
de sommetA.

.. CB .
Pour un angle de sommet A donné : B = K.ou K est une constante.

~\ _AB A
Démonstration : COS(A) “AC = AB =ACcos (A) cg AC sin(f\) sin(A) <
= — = —~ = — = .
sin(;\):%:CB:ACsin(ﬁ) AC ACCOS(A) COS(A)

Ce coefficient de proportionnalit€ est appel€ la tangente de I’angle. Son abréviation est « tan ».

BC _ opposé
AB  adjacent

tan(A) =

sin(A) -
cos(A)

La démonstration (1) donne aussi comme définition de la tangente d’un angle :

tan([&):

Cette formule est peu utilisée au college.
En revanche, elle le sera par la suite pour certains d’entre vous.

remarque : tan (A) - E....tan(é) _AB_ 1 __ avec A+ C =90°.La tangente d’un angle est égale a I'inverse de celle
AB tan (A)

de son angle complémentaire.

b) Utilisation de la tangente.

1. Calcul de longueur :

=  Calculons AB au mm pres :
tan(28°)=B—C=£:>AB 25

=————cm=4Tcm
AB AB tan(28°)

=  Calculons AB au mm pres :

tan (72°) = g—g = A—(Ij = AB =30tan(72°)cm = 92,3cm

2. Calcul d’angle : touche tan‘l;atn; arctan . A

= Calculons les angles A et C au degré pres en utilisant la tangente.

tan(zzl):E:ﬁzgﬁAztan’l 2 =33,7° AB = 81|cm

AB 81 3 3

tan(é)=ﬁ=ﬂ=§:>(é)=tan*' 356,30 :
BC 54 2 2 &



4. Tableau de valeurs remarquables :

Il est bon de connaitre les valeurs exactes suivantes par cceur, surtout dans une perspective de 2% gale.

Angle en degré. 0° 30° 45° 60° 90°
1
Sinus 0 — ﬂ ﬁ 1
2 2 2
1
Cosinus 1 ﬁ ﬁ - 0
2 2 2
Tangente 0 i = —3 1 \/3 N’EXISTE PAS
303

5. Quart de cercle trigonométrique.

Considérons un repere du plan dont 1’unité de graduation est la méme sur les deux axes qui sont perpendiculaires. Un tel
repere est appelé un repere orthonormé.

Le point O est I’origine du repere. Ses coordonnées sont 0(0;0)
Le point I est le point unitaire sur I’axe des abscisses. Ses coordonnées sont | (1;()) .

Le point J est le point unitaire sur I’axe des ordonnées.  Ses coordonnées sont J (();1) .

Un tel repere est un repere orthonormé (0; I;J ) .Tracons dans ce repere le cercle de centre O et de rayon une unité.

0|0 |

09 08 07 06 05 04 03 02 01 |0 01 02 03 04 05 06 07 08 08

Soit un point M de ce cercle, point aux coordonnées supérieures ou égales a 0. Un tel point appartient au quart de cercle de

la figure de droite. Notons X,, son abscisse et y,, son ordonnée.

Soit B (XM ;0) le point de I’axe des abscisses ayant la méme abscisse que le point M

Soit A (0; Yu ) le point de 1’axe des ordonnées ayant la méme ordonnée que le point M.

Le triangle OMB est rectangle en B. OM = 1 et OA=MB.

cos(@) =25 - 98 _op. sin@) =2 _ 94 _o4.
oM 1 oM 1

Conclusion : Les coordonnées du point M sont le cosinus et le sinus de I’angle ¢ .
Pour cette raison, ce quart de cercle est appelé « Quart de cercle trigonométrique ». Il sera étendu au cercle entier dans les
classes supérieures.




6. Exercices diverse.

l.

Du sinus vers « :

a) Périmetre d’un polygone régulier.

Voici une série de polygones réguliers : 3 ; 4 ; 5 et 10 c6tés. AB sont deux sommets consécutifs et M est le
milieu du c6té [AB]. OA =R

A

M'

A B

Notons par R leur rayon et exprimons leur périmetre en fonction de R.

A

M B

* Comme A et B sont des points du cercle : OA = OB : les triangles OAB sont isoceles en O.
* OM, médiane du triangle issu de son sommet principal, est donc aussi bissectrice et hauteur : les triangles
OMA sont tous rectangles en M.

o
* 1 angle AOB mesure 360
nombre.de.cotés
* Dans AOM :
sin(AOM =MTf‘: MA = Rxsin

* Finalement : le périmetre vaut dans chaque cas :

P =nombre.de.cotés X 2R sin (AOM )

* Tableau pour différents nombres de cotés.

et AOM vaut la moitié de AOB..

(AOM) = AB = 2><R><sin(A0M) = 2Rsin(A0M)

n 3 4 5 10 20 60
AOB 120 90 72 36 18 6
AOM 60 45 36 18 9 3
p 3x2Rsin(60°) | 4x2Rsin(45°) | 5%x2Rsin(36°) | 6X2Rsin(18°)| 20x2Rsin(9°)| 60x 2R sin(3°)
b) Notons par 72 le nombre de cotés : il vient 46p = 300 o agy < ACB _360° 1 _360° _180°
n 2 n 2 21 o

PanZRXsin(

)

cercle.

ISOJ
n

or : le périmetre d’un cercle vaut 27R .

Conséquence : Plus n augmente, plus p — ;%2 RXsin[lSO

n

Plus le nombre de c6té est grand, plus le polygone régulier devient proche d’un

Jse rapproche de 27TR




Ce qui impose que nsin[lgoj se rapproche de plus en plus de 7 lorsque n augmente.

n

Le tableau donne la valeur de ,, ¢ip, (18()] ainsi que I’écart par rapport a 7 au millionieme pres.

n

n 10

20 100 200 250 500

nsin(180/n) 3,090170

3,128689 3,141076 3,141463 3,141510 3,141572

Ecart a Pi

0,051423

0,012903 0,000516 0,000129 0,000082 0,000020

7. Exercices tangentes :

Départ

a.  Un cable de tyrolienne est tendu
entre le sommet de 2 arbres,
sommets représentés par les
points E et C sur le schéma ci-
contre.

A et B représentent les pieds D

E

Tyrolienne

Arrivée

DCE = 10 c

des arbres.

[EA] et [CB] sont
perpendiculaires au sol A
horizontal représenté par (AB).
[DC] est parallele a (AB).

Calculer la hauteur de I’arbre, c'est-a-dire la longueur EA, au 1/10 de metre pres.

De [EA] = EA = ED + DA . 1l est trivial de démonter que EDC est un triangle rectangle en D.

tan(249y = E2 Z ED b1y — 940 tan(10°)m = 42, 3m
DC 240

EA=ED+DA=~18+42,3

EA = 60,3m

Le cone du schéma ci-contre a un rayon de 6 cm. L’angle ASO mesure 20°

- 3
Calculer le volume du cone au cm™ pres

2
y = FXOA™XS0 tan(20°)=%=i:>~90: 8 _cm
3 SO SO tan(20°)
2 2 2
v _TXOAXS0 7wxOA" ., 7x6" 6
3 3 3 tan(20°)

_ TX6°X6 ot =127
3xtan(20°) tan(20°)

cm® = 621.cm’

EAC est un triangle rectangle. B est un point de [AC].
On sait que tan(Al:ZB ) =1et que la tangente de I’angle AEC vaut le double de celle de I’angle AEB.

* Quelle est la mesure de I’angle AEB 2 e

AEB =tan™'(1) = 45°
*Quelle est la mesure de I’angle AEC au degré pres ?

AEC =tan™"(2) = 63°

B c

Attention : ce n’est pas parce que la tangente double que 1’angle double ! Ce serait d’ailleurs
ridicule car I’angle AEC serait alors de 90° est le triangle aurait alors deux cotés paralleles.



