Geénéralités sur les fonctions

1. Qu’est-ce gu’une fonction en mathematiques ?

a.

Imaginons le programme de calcul suivant

Etape n°1 : choisir un nombre.
Etape n°2 : le multiplier par 2.
Etape n°3 : ajouter alors 3.

Commencons par choisir plusieurs nombres de dépaalculons les résultats.

Etape n°1.: rlombre Etape n°2:son double. Etape n‘f3_:|e double fju nombre
chaisi. choisi augmenté de 3.
-3 -6 -3
-2 -4 -1
-1 -2 1
0 0 3
1 2 5
2 4 7
3 6 9

En faisant ce travail, tu travailles sur une fooeti. : tu viens méme de calculer lesages
dans la fonction en question de -3 ; de -2 ; dedd 0, etc.... :

9 est'image de 3, de méme que 7 €shage de 2, etc.

En gros, notre fonction est la description du progmne de calcul : Au double d’'un
nombre, on ajoute 3.

Tableur et fonction : Cherchons alors a programmer une feuille de calout que les
calculs soient automatiques.
A B C

1 Etape n°1: on. Etape n°3:le double du nombre
. Etape n°2:son double. Iy .

> nombre choisi. choisi augmenté de 3.

3 =2*A3 =2*A3+3

4 =2*A4 =2*A4+3

5 =2*A5 =2*A5+3

6 =2*A6 =2*A6+3

7 =2*A7 =2*A7+3

Et si nous prenions le programme a I'envers ?

Si I'étape n°3 donne 21 ; quel est le nombre é@pie n°1 ?
Si I'étape n°3 donne 0, quel est le nombre dep@éta‘l ?

As-tu trouves ? Il s’agit respectivement de 9 Bb.- La, tu as déterminé des
antécéedents

9 qui est’antécédentde 21.
-1,5 qui est’antécedende 0.



d. Fonction et courbe représentative.

Tu sais que pour construire un point dans un planimians un repere, il faut connaitre
deux nombres : I'abscisse du point et 'ordonnépaiat.

A chaque couple (antécédent ; image) est assogi@inh(abscisse, ordonnée) avec :
(Abscisse = antécédent ; Ordonnée = image)

Ainsi : pour notre fonction étudiée, le tableauépart repris-ci-dessous nous

Etape n°1: nombre on. Etape n°3:le double du nombre
L . Etape n°2:son double. - . .

choisi = antécédent choisi augmenté de 3 = image

-3 -6 -3

-2 -4 -1

-1 -2 1

0 0 3

1 2 5

2 4 7

3 6 9

permet de trouver 7 points correspondant a la fonct

abscisse= antécédent Ordonnée = Image Coordonnées des points
-3 -3 A:(-3;-3)
-2 -1 B:(-2;-1)
-1 1 C.(-1;1)
0 3 D:(0;3)
1 5 E:(1;5)
2 7 F:(2;7)
3 9 G:(3;9)

gue nous plagons maintenant dans le plan comneelddigure ci-dessous.

En calculant les images
de beaucoup
d’antécédents, nous
obtiendrions beaucoup
de points.

En reliant ces points,
nous obtenons une
courbe la courbe
représentative de la
fonction étudiée.

Dans notre cas, la courbe
obtenue est une droite.




e. Définition algébriqgue d’'une fonction :

Définir de maniere algébrique une fonction correspa lui faire sa carte d’identité
mathématique.

Pour cela il faut donner un nom a la fonction qui est, rappelons-le, un genre de
programme de calcul qui a un nombre de départid&iuent, lui associe un nombre
d’arrivée, I'image.

La plupart du temps, une fonction a comme nora simple lettre: f,g,h,etc...

Appelons notre fonction la fonctioh.

Pour la définir d'un point de vue mathématique pregns-nous a la feuille de calcul sous
tableur.

A B C

1 Etape n 1.: ' Etape n°2:son double. Etape n .3.:Ie double,du nombre
> nombre choisi. choisi augmenté de 3.

3 =2*A3 =2*A3+3

4 =2*A4 =2*A4+3

5 =2*A5 =2*A5+3

6 =2*A6 =2*A6+3

7 =2*A7 =2*A7+3

Notons parx le nombre de dépaau lieu de le repérer par les références de laleajli

le contient.
A B C
! Antécédent. Etape n°2:son double. Image.
g =2*A3 =2*A3+3
4 X 2X 2X+3

Ainsi, notre fonction, notég, associe a un nombee son double augmenté de trois, qui
se calcule en faisaBk + 3.

On résume le tout de la maniere suivante : fix-> 2x+3

Pour écrire plus rapidement I'image depar la fonctionf , nous écrirons f (x) qui se lit
« fdex ».

Comme ici I'image dex est égale &x+ 3, nous avons donc : f(x)=2x+3.

De méme : I'image de 2 se nofg2) et se lit «f de 2 », avecf (2) =2x 2+ 3= 4+ 3= 7



f.

Equation de la courbe représentative d’'une fonction

Rappelons-nous que tout point de la courbe reptatsesn d’'une fonction a un couple de
coordonnées de la forme :(Abscisse = antécédent ; Ordonnée = image)

Pour notre fonctionf , on peut donc dire que tout point de la courba aauple de
coordonnées de la forme(x; f (x)) =(x2x+3)

Mais tu sais que I'axe des abscisses est « I'azsex» et que I'axe des ordonnées est «
'axe desy ».

Conclusion : tout point M de la courbe représematie la fonctionf est tel que son
ordonnéey est égale a I'image de son abscisssoit y = f(X).

Cette relationy = f (X) est I'équation de la courbe représentative deriatfon f .

Pour notre fonctiori , nous avons doncy =2x+ 3

Nous I'écrirons dans le repére ou la courbe esé&aa une de ses extrémités.

y = 2x+3
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g. Appartenence d’'un point M (x; y) a la courbe représentative de la fonctionf .

Pour qu’un point M(x, y) appartienne &, la courbe représentative de la fonctibn il faut
gue son ordonnég soit I'image de son abscisse

M(x,y)OC < y=f(x).
Exemple 1: Le point P(6,5;18)est-il un point deC, courbe représentative de la fonctibn?
P(6,5;18)1C - 18 f (6,5. Il n'y a donc qu’a vérifier sif (6,5)=18.
fix-2x+3
f(6,5)= 2x 6,5+ 3= 13 3 1

Commel6# 18 :P(6,5;18)1C.

Exemple 2 M (—%gj est-il un point de la courbe représentative deerfoinction f ?

f(_zj 2 4 4 9 -4 9 ¢t
3

= ——%x2+3=—+3=—+—=—=—
3 3 :

Comme I'image de l'abscisse de M est égale a 'onge de M, M est un point de la courbe.

A2

‘I Une jolie courbe dite « courbe de Lissajous‘




h. Lecture graphigue :

Tu auras comme travail de trouver I'image de tehbce ou alors de trouver I'antécédent
(voire lesantécédents) de tel nombre. C’est trés simple !

* Pour trouver graphiqguement I'image d’un nombre :

Si tu dois trouver I'image d’un nombre, c’est quducci est obligatoirement I'antécédent, donc il
joue le réle d’abscisse.

1) Tu dois donc commencer par repérer cette valaurfaxe des abscisses.

2) Tu te déplaces alors parallélement a I'axe désrmées jusqu’a chercher le point d’intersection
avec la courbe.

3) Tu te déplaces alors parallelement a I'axe tissiases pour aller a I'intersection avec I'axe des
ordonnées et tu lis 'ordonnée : cette ordonnédaestleur attendue.

Exemple : Retrouvons graphiguement I'image de 0,5ar la fonction f .

On lit alors I'ordonnee du point d'intersection On se déplace alors parallélement & I'axe des abscisses

o —

avec |'axe des ordonnées: ici, 4. jusqu'a l'intersection avec |'axe des ordonnées.

35

On se déplace parallélement & I'axe des ordonnée
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22 | hercher le point d'intersection avec la courbe.
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-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
- On reporte 0,5 comme point de départ

sur I'axe des abscisses.

L'image de 0,5 par la fonction f est égale a 4.



» Pour retrouver graphiquement I'antécédent d’un poirt :

Si tu dois trouver 'antécédent d’'un nombre, cgse celui-ci est obligatoirement I'image, donc il
joue le réle d’'ordonnée.

1) Tu dois donc commencer par repérer cette valaurfaxe des ordonnées.

2) Tu te déplaces alors parallelement a I'axe thssisses jusqu’a chercher le point d’intersection
avec la courbe.

3) Tu te déplaces alors parallelement a I'axe ddermées pour aller a l'intersection avec I'axe
des abscisses et tu lis I'abscisse : cette absestda valeur attendue.

Exemple : Retrouvons graphiguement 'antécédent d&2 dans la fonctionf .

25]
2-
1.5
1
0.5
On it alors l'abscisse du point d'intersection
avec [axe des abscisses: ici, -2,5
o 0
-4.5 -4 -3.5 -3 T—2.5 2 1.5 1 0.5 0 05 1 1.5 2
|
I 05
|
|
|
I &
On se déplace alors parallélement I
a l'axe des ordonnées jusqu'a
lintersection avec l'axe des abscisses. : 15
|
| _ .
______________ -2_“ On reporte -2,comme point de départ
. X . 1 sur l'axe des ordonnées.
On se déplace parallélement & I'axe des abscisses
pour chercher le point dintersection avec la courbe.
-2.5
-3

L’'antécédent de -2 dans la fonctionf est égal a -2,5.



i. Fonction et résolution d’éguation.

Te voila armé(e) pour aborder sereinement les immet Juste un dernier point...
Reprenons le travail précédent, a savoir retrodesrimages et des antécédents.
Nous venons de voir qu’il est possible de le fgn@phiquement. Mais voir n’est pas
synonyme de démontrer, et seul un raisonnementghetadfirmer sans aucun doute un
résultat.

Le travail graphique se trouve confirmé par lesvdaés numériques suivantes :

« Trouver une image correspond a calculerf (X) connaissanix.

Ainsi, trouver I'image de 0,5 correspond a calctlg, 5).
f(0,5)=2x 0,5+ = % F -

On retrouve bien la valeur 4 déterminée graphiqueeme

« Trouver un antécédent correspond a résoudre une éqtion !

Trouver I'antécédent de -2, c’est trouver le nontwat I'image vaut 2. Puisque les antécédents
sont les variables, le probléme est de trouvertel que :

f(x)=-2
Comme notre fonctiorf est la suivante f : x » 2x+ 3, le probléme se résume a résoudre
I'équation : 2x+3=-2
2x=-2-3
2x=-5
X= 3. -2,5
2

Nous retrouvons bien la méme valeur que par débation graphique.



2. Exemple N°2.

Dans cet exemple, nous ne donnons pas maintendétitétion algébrique de la fonction mais
uniguement son nom et sa courbe représentative.

Cette fonction s’appellg. Sa courbe représentative est celle figurant ssales.

a. Recherche d’'images et d’antécédents.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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***********************************************************************************************************************

***********************************************************************************************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Quelle est 'image de -2 ?
Combien 3 a-t-il d’antécédents ?

Quels sont les antécédents de 0 ?




Image de -2 . 4 .
B 44P
3-
2-
1-
. & ; g ;
4 3 -2 1 1 2
-1
-2

3 a trois antécédents qui sont les abscisses
des points F;*(G et H.

-4



Pour avoir les antécédents de 0 : on procede cgmooreles antécédents de trois : on fait
« descendre » le point A, qui au départ était’'suddnnéey = 3.

jusqu’a ce qu’il soit a 'ordonnée=0.
On constate alors que la droite en pointillés bestsconfondue avec I'axe des abscisses.

Les antécédents de 0 sont au nombre de 3, ceesoalb$cisses des points d’'intersections de la
courbe avec I'axe des abscisses.

2

0 a trois antécédents qui sont les abscisses
des points F; G et H, respectivement :
-4:0:2. '4'




b. Situ tiens a le savoir, la fonctiong est la suivante :

g3}

On peut ainsi vérifier que I'image de -2 est bigalé a 4.

2= 2 Z 2y Z-t)m-a(-w gx(- ¥ -2 (-

On peut aussi contréler que -4 ; 0 et 2 sont beanathtécédents de 0, c'est-a-dire que les
images de -4 ; de 0 et de 2 sont bien égales a 0.

g(—4)=—4><(_—24+ ZJX(_—;—lj=—4X(—2+ (-2 )=-48(- p=

g(O):OX(g+ 2}{2—1} ox %(-3=(

N

g(2):2><(§+ 2}{5—1}: x(H# Ix(t )= 28 @&

Pour étre sar que les antécédents de 0 sont hisxccet qu’il n’en manque aucun, il
faudrait résoudre I'équation :

R
2 2

Or : pour annuler un produit, il faut annuler chade ses facteurs.

Comme il y a trois facteurs, nous avons trois &ajams la résolution de notre équation :

1) x=0. Solution simple & trouver.

2) X42=00 X200 x=-2x2=-1
2 2

3) 2-120e X=z10 x=1x 2= 2
2 2

On a bien retrouvé par le calcul les trois vald¢elies queg(x) =0, c'est-a-dire les
antécédents de 0.



3. Exemple n°3 : un petit tour en cuisine et en physige-chimie.

a. Sais-tu pourquoi les aliments cuisent plus vite danune cocotte-minute ? Parce que
I'eau y entre en ébullition non-pas a 100°C mais @ne température plus grande.

Et comme la durée de cuisson diminue quand la faunte, le temps de cuisson
diminue.

Pourtant, tu as vu en cours d&%jue I'eau entre en ébullition & une T° de 1008(C,
gu’'une fois cette T° atteinte, elle n’augmentaitspl

Pour mémoire, voici le type de courbe que tu amtement tracée...

&)

10 -
B -
&l -

Al

Lien avec les généralités sur les fonctions :

e Quelle estla T° de I'eau au bout de 100 s ? édtale 60° C
Tu as cherché graphiquement I'image de 60 s ddiasmtdion mathématique qui modélise le
phénomene physique de I'augmentation de la T°adilen fonction du temps.

* Que ce passe-t-il au bout de 170°s ?

La température atteint un pallier et vaut toujadl@8° C. Tu as appris efi"® que tant qu'il y a
de I'eau liquide a évaporer, la T° reste égaleG 10

En terme de vocabulaire image / antécédent :

0 Les valeurs supérieures a 100 ° C n’ont pas d’antédents.

o Toutes les valeurs de temps supérieures ou égales7 s sont des antécédents de
100°C.

Mais comment I'eau peut-elle alors entrer en ébullion a une T° supérieure a 100 °C ?
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b. Etla pression dans tout cela!

Evolution de la T° d'ébullition de I'eau, en ° C,
en fonction de la pression atmosphérique en bar.

d'ébullition en °C
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T T T T T T T T T T T T
0 02 04 06 08 1 12 14 16 138 2 22 24

Pression atmospheérique en bar.

Elle joue un role trés important : et voici ci-dessus la courbe qui donne I'évolution
de la T° d’ébullition de I'eau en fonction de la pession atmosphérique.

Une pression atmosphérique de 1 bar est une pnegsimsphérique normale.
On voit que la T° d’ébullition de I'eau augmenteeava pression.

Comme le couvercle de la cocotte empéche la vapeau de s’évacuer, la pression dans la
cocotte augmente et la T° d’ébullition en fait aitdes aliments cuisent alors plusd vite.

( La valve de sécurité empéche d’'atteindre dessfmes trop importantes. On a déja vu des
accidents de cocottes-minute qui ont explosé !)

* La T° débullition dans une cocotte-minute est dieon 120°C. Quelle est la pression
dans la cocotte-minute ? Il s’agit de trouver l&r#dent de 120 ° C.

* La pression baisse avec I'altitude : elle n'essmjue de 0,5 bar au sommet du mont-
Blanc. A quelle T° I'eau entre-t-elle en ébullitian sommet du mont-Blanc ?
Il s’agit de trouver I'image de 0,5 bar.

« Et au sommet de I'Everest, elle entrerait en éutlia 72° C. Quelle est la pression
atmosphérique sur le toit du monde ?

» Pour lescurieux qui veulent la fonction : f :x — 100x>?°.



